
Obyµcejné diferenciální rovnice

Budeme studovat rovnice ve tvaru:

y0 = F (x; y) :

1 Oznaµcení derivace

dy

dx
......G. Leibniz

y0.........I. Newton

Dy.......moderní oznaµcení

Derivujeme závislou promµennou y podle nezávislé promµenné x. Je-li
x = x (t) funkcí µcasu, pouµzíváme téµz _x.

Pro druhé derivace máme oznaµcení:

d2y

dx2
= y00 = D2y;

je-li x = x (t), pak pí�eme téµz �x. Pro n-tou derivaci máme oznaµcení:

dny

dxn
= y(n) = Dny:

2 Diferenciální rovnice

(i) De�nice diferenciální rovnice
Diferenciální rovnice je rovnice vyjadµrující vztah mezi neznámou funkcí

a jejími derivacemi. Napµríklad, je-li x = x (t), pak funkce x m°uµze vyhovovat
rovnici:

�x+ 8 _x+ 7x = 0 (1)

nebo tµreba rovnici
p
x � x(5) + cos (t) etx + (x00x0x)6 = sin (5t) : (2)
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Je-li neznámá funkce v rovnici funkcí jediné promµenné, pak mluvíme o
tzv. obyµcejné diferenciální rovnici, ve zkratce ODR. µRádem diferenciální
rovnice se rozumí µrád nejvy��í derivace vyskytující se v dané rovnici. Rovnice
(1) je tedy rovnicí 2. µrádu a rovnice (2) je rovnicí 5. µrádu.
Pµresnµeji budeme de�novat diferenciální rovnici následovnµe.

De�nice 1 Diferenciální rovnicí rozumíme rovnici tvaru

F
�
x; y; y00; : : : ; y(n�1); y(n)

�
= 0; (3)

kde F je reálná funkce n+ 2 promµenných.

(ii) µRe�ení diferenciální rovnice

De�nice 2 µRe�ením diferenciální rovnice (3) rozumíme funkci y de�-
novanou na nµejakém neprázdném otevµreném intervalu I, která má v kaµzdém
bodµe intervalu I vlastní n-tou derivaci a jejíµz hodnoty spolu s hodnotami
derivací splµnují rovnici (3) v kaµzdém bodµe intervalu I, tj. pro kaµzdé x 2 I
platí

F
�
x; y (x) ; y0 (x) ; y00 (x) ; : : : ; y(n�1) (x) ; y(n) (x)

�
= 0:

Je-li funkce y µre�ením rovnice (3) na intervalu I a funkce ~y je µre�ením
rovnice (3) na intervalu ~I a pokud je I � ~I, I 6= ~I a y (x) = ~y (x) pro
v�echna x 2 I, pak µríkáme, µze µre�ení ~y je prodlouµzením µre�ení y na inter-
val ~I. µRe�ení rovnice (3), které nemá prodlouµzení, nazýváme maximálním
µre�ením rovnice (3).

� µre�it diferenciální rovnici znamená hledat funkci, která vyhovuje dané
rovnici.

� Najít µre�ení diferenciální rovnice je obecnµe obtíµzné nebo nemoµzné.

� Je-li ov�em dána konkrétní funkce, pak je snadné ovµeµrit jedná-li se o
µre�ení dané rovnice.

Pµríklad 1. (Zkou�ka dosazením)
Ovµeµrme, µze funkce y (t) = e3t je µre�ením diferenciální rovnice

_y = 3y: (4)
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µRe�ení. Dosa ,dme tedy funkci y = e3t do rovnice (4) a ovµeµrme, µze se levá
strana rovná pravé stranµe. Na levé stranµe máme:

_y = 3e3t:

Na pravé stranµe pak je
3y = 3e3t:

Tedy levá strana se rovná pravé stranµe.

Pµríklad 2. (Vylouµcení µre�ení dosazením)
Ukaµzme, µze funkce y (t) = t3 není µre�ením diferenciální rovnice

_y =
y

t
. (5)

µRe�ení. Dosazením vyjádµrení y = t3 do rovnice (5) dostaneme na levé stranµe:
_y = 3t2. Na pravé stranµe pak dostaneme: y=t = t3=t = t2. Vidíme tedy, µze
levá strana je po dosazení r°uzná od pravé strany.
To znamená, µze funkce y (t) = t3 není µre�ením rovnice (5).

(iii) Parametrizace mnoµziny µre�ení diferenciální rovnice
Je obvyklé, µze daná diferenciální rovnice má více neµz jedno µre�ení. Mnoµzinu

tµechto µre�ení lze zapsat s pomocí parametru.
Pµríklad 3. Najdµeme obecné µre�ení klasické diferenciální rovnice

�x = t: (6)

µRe�ení. Budeme-li dvakrát integrovat a zapí�eme-li pµríslu�né integraµcní
konstanty c1, c2, dostaneme:

x (t) =
t3

6
+ c1t+ c2:

Toto vyjádµrení je parametrizací mnoµziny µre�ení rovnice (6). Konstanty c1,
c2 jsou zde parametry. Pro kaµzdou volbu parametr°u c1, c2 dostaneme r°uzná
µre�ení rovnice (6).

(iv) Poµcáteµcní Cauchyova úloha
Nµekdy jsou kromµe samotné diferenciální rovnice zadány také tzv. poµcáteµcní

podmínky. Poµcáteµcní podmínky spoleµcnµe s diferenciální rovnicí tvoµrí tzv.
poµcáteµcní Cauchyovu úlohu.
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Pµríklad 4. µRe�me poµcáteµcní úlohu pro rovnici �x = t s poµcáteµcními pod-
mínkami: x (1) = 1, _x (1) = 2.

µRe�ení. V pµredchoµzím pµríkladu jsme na�li obecné µre�ení této rovnive:

x (t) =
t3

6
+ c1t+ c2:

Nyní uµzijeme poµcáteµcní podmínky k urµcení hodnot parametr°u c1 a c2.

_x (t) =
t2

2
+ c1 =) _x (1) =

1

2
+ c1 = 2:

x (t) =
t3

6
+ c1t+ c2 =) x (1) =

1

6
+ c1 + c2 = 1:

Odtud pak dostáváme neznámé c1, c2: c1 = 3=2, c2 = �2=3. µRe�ením na�í
poµcáteµcní úlohy je funkce

x (t) =
t3

6
+
2

3
t� 2

3
.

3. Nejd°uleµzitµej�í diferenciální rovnice

Velmi d°uleµzitou diferenciální rovnicí je rovnice

_y = ay: (7)

Rovnice se dá zapsat r°uznými zp°usoby:

_y = ay;
dy

dt
= ay (t) ; y0 = ay

_y � ay = 0:

Obecným µre�ením je funkce

y (t) = Ceat;

kde C je konstanta.

Prove
,
dme zkou�ku dosazením. Levá strana je rovna:

_y = aCeat

a pravá strana je rovna
ay = aCeat:

Protoµze se levá strana rovnice rovná pravé stranµe, je funkce y (t) = Ceat

skuteµcnµe µre�ením rovnice (7).
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4. Jiné d°uleµzité pµríklady rovnic

Pµríklad 1. ( Matematická analýza)

dy

dx
= 2x:

Obecné µre�ení je dáno vztahem

y (x) = x2 + C =

Z
2xdx:

Pµríklad 2. (Rovnice tepelné difuze)
Tµeleso o teplotµe T je umístµeno do prostµredí o teplotµe TE. Z Newtonova

zákona pak derivace teploty splµnuje rovnici

T 0 = �k (T � TE) ;

kde k > 0 je konstanta. Poznamenejme, µze znaménko minus má za následek,
µze teplota tµelesa se blíµzí k teplotµe okolního prostµredí TE.

Pµríklad 3. (Newton°uv pohybový zákon)
Blízko zemského povrchu se µrídí pád tµelesa rovnicí

d2y

dt2
= �g;

kde y je vý�ka tµelesa nad zemským povrchem a g je gravitaµcní zrychlení,
g � 9; 81 m=s2.
Pµríklad 4. (Newton°uv gravitaµcní zákon)
Newton°uv gravitaµcní zákon µríká, µze zrychlení tµelesa ve vzdálenosti r od

zemského stµredu vlivem gravitace je dáno vztahem:

d2r

dt2
= �GME=r

2;

kde ME je hmotnost zemµe a G je gravitaµcní konstanta.

Pµríklad 5. (Jednoduchý harmonický oscilátor: Hook°uv zákon)
Pµredpokládejme, µze tµeleso o hmotnosti m je upevnµeno k pruµzinµe a nech ,t

x je rovno vychýlení pruµziny z rovnováµzné polohy. Pak z Hookova zákona a
z Newtonova pohybového zákona pak plyne

m�x = �kx () m�x+ kx = 0;
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kde konstanta k je tuhost pruµziny. Znaménko minus zp°usobí, µze síla p°usobí
zpµet k rovnováµzné poloze.

Pµríklad 6. (Tlumený harmonický oscilátor)
Pµridáme-li k pµredchozí rovnici je�tµe tzv. tlumící sílu úmµernou rychlosti _x

systému tµeleso-pruµzina v Pµríkladu 5, dostaneme

m�x = �kx� b _x () m�x+ b _x+ kx = 0;

kde �b _x je tlumící síla a b je konstanta tlumení.

5. Separace promµenných

(i) Rovnice se separovatelnými promµennými
Rovnice má separovatelné promµenné, pokud lze algebraickými úpravami

rovnice separovat promµenné na r°uzných stranách rovnice. Obecný tvar této
rovnice je

y0 = f (x) � g (y) : (8)

Pµríklad 1. µRe�me rovnici y0 = x (y � 1).
µRe�ení. Nejdµríve pµrepí�eme rovnici do tvaru:

dy

dx
= x (y � 1) :

Nyní separujeme promµenné x a y:

dy

y � 1 = xdx

# integraceZ
dy

y � 1 =

Z
xdx

ln jy � 1j+ c2 =
x2

2
+ c1;

kde c1,c2 jsou konstanty.

ln jy � 1j = x2

2
+ c3...staµcí jedna konstanta.
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Dále µre�íme rovnici vzhledem k neznámé y:

jy � 1j = ex2=2+c3 = ec3ex2=2:

Absolutní hodnotu lze odstranit, ale pak m°uµze být pravá strana jak
kladná, tak záporná. Proto

y � 1 = �ec3ex2=2 () y = 1� ec3 :

Nakonec pµreznaµcíme konstantu �ec3 jako C a µre�ení zapí�eme:

y (x) = 1 + Cex
2=2:

Pµríklad 2. (ztracené triviální µre�ení)
Najdµeme v�echna µre�ení rovnice

y0 = x (1� y)2 :

µRe�ení. Nejdµríve si v�imnµeme, µze konstantní funkce y (x) = 1 µre�í danou
rovnici. Jak uvidíme, metoda separace promµenných toto µre�ení nenajde. Nyní
µre�me rovnici pomocí separace promµenných.

1. Separace promµenných:

dy

(1� y)2
= xdx

2. Integrování: Z
dy

(1� y)2
=

Z
xdx

3. Vyjádµrení promµenné y:

y = 1� 1
x2

2
+ C

:

Jak je vidµet, tak konstantní funkce y (x) = 1 není zahrnuto mezi mnoµzinou
parametrizovaných µre�ení.

Pµríklad 3. Najdµete v�echna ztracená triviální µre�ení rovnice

y0 = (x+ 1) ex
�
y2 � 8y + 7

�
:
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µRe�ení. Koµreny mnohoµclenu y2 � 8y + 7 jsou y = 1 a y = 7. Tudíµz "ztra-
cenými" triviálními µre�eními jsou dvµe konstantní funkce:

y (x) = 1; y (x) = 7:

Pµríklad 4. (µre�ení nejd°uleµzitµej�í rovnice)
µRe�me rovnici

_y = ky:

Rovnici budeme µre�it metodou separace promµenných:

dy

y
= kdt

ln jyj = kt+ c1

jyj = ekt+c1 = ec1ekt

y = �ec1ekt

y = Cekt:

V�echna µre�ení jsou dána vztahem:

y (t) = Cekt;

kde C 2 R. Pov�imnµeme si, µze v pµredchozím vztahu bude zahrnuto i ztracené
triviální µre�ení, pokud poloµzíme C = 0. (Porovnejte s pµríkladem 2 !)

6. Geometrické metody

Pojmy: smµerové pole, izoklíny, integrální kµrivky.
Gra�cká metoda nalezení µre�ení rovnice y0 = f (x; y) vychází z konstrukce

tzv. smµerového pole. Smµerové pole znázorníme tak, µze bodem (x; y) v rovinµe
vedeme úseµcku jejíµz smµernice je rovna hodnotµe f (x; y).

Pµríklad 1. Znázornµeme smµerové pole rovnice

dy

dx
= 2x = f (x; y) :
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V�imnµeme si, µze smµernice tzv. lineárních element°u jsou nezávislé na ver-
tikální transformaci.

V této souvislosti je výhodné mít k dispozici kµrivky nazvané izoklíny.
Jsou to kµrivky dané rovnicí (s parametrem m):

f (x; y) = m = konstanta.

V bodech leµzících na izoklínµe mají v�echny lineární elementy stejnou smµernici
rovnou konstantµe m.

Pµríklad 2. Uvaµzujme rovnici y0 = x�y. Potom jsou izoklíny dány rovnicí:

x� y = m:

Napµríklad izoklína spojuje body jejichµz lineární elementy mají nulovou smµer-
nici.
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Máme-li nyní nakresleo smµerové pole a izoklíny, potom kreslíme kµrivky
zvané integrální, které jsou teµcné v kaµzdém bodµe k pµríslu�nému lineárnímu
elementu. Podstatou je fakt, µze

integrální kµrivky jsou grafy funkcí, které jsou µre�eními rovnice y0 = f (x; y) .

Dvµe integrální kµrivky rovnice y0 = x � y byly (plnou µcarou) zakresleny v
pµredchozím obrázku.

Pµríklad 3. Uvaµzujme rovnici y0 = �x=y. Rovnice izoklíny má pak tvar

�x
y
= m =) y = � 1

m
x.

7. Lineární rovnice 1. µrádu

(i)

De�nice 3 Je-li funkce x = x (t) neznámá funkce, potom rovnice ve tvaru:

A (t)
dx

dt
+B (t)x (t) = C (t) (9)

se nazývá lineární diferenciální rovnicí 1. µrádu. Je-li A (t) 6= 0, pak
budeme psát rovnici (9) ve standartní formµe:

dx

dt
+ p (t)x (t) = q (t) : (10)
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(ii) Terminologie a oznaµcení. Funkce A (t), B (t) v rovnici (9) a funkce
p (t) v rovnici (10) budeme nazývat koe�cienty rovnice. Dále, jsou-li funkce
A (t), B (t) (resp. p (t)) konstantní (tj. nezávisí na promµenné t), pak µríkáme,
µze máme rovnici s konstantními koe�cienty.

(iii) Homogenní lineární diferenciální rovnice 1. µrádu
Je-li v rovnici (9) C (t) = 0 (resp. q (t) = 0 v rovnici (10), pak se tato

rovnice nazývá homogenní a má tvar:

A (t)
dx

dt
+B (t)x (t) = 0; resp.

dx

dt
+ p (t)x (t) = 0:

(iv) Princip superpozice
Uvaµzujme dvµe funkce q1 (t), q2 (t) a konstanty c1, c2. Pak funkci c1q1 (t)+

c2q2 (t) nazýváme superpozicí nebo lineární kombinací funkcí q1 (t) a
q2 (t).

Vµeta 4 (Princip superpozice) Pµredpokládejme, µze funkce y1 (t) je µre�ením
rovnice y0+p (t) y = q1 (t) a y2 (t) je µre�ením rovnice y0+p (t) y = q2 (t). Pak
pro libovolné konstanty c1, c2 je superpozice c1y1 + c2y2 µre�ením rovnice

y0 + p (t) y = c1q1 (t) + c2q2 (t) .

D°ukaz.

(c1y1 + c2y2)
0 + p (t) (c1y1 + c2y2)

= c1y
0
1 + c2y

0
2 + c1p (t) y1 + c2p (t) y2

= c1 (y
0
1 + py1) + c2 (y

0
2 + py2)

= c1q1 + c2q2:

Pµríklad 4. Dosazením lze ovµeµrit, µze
(1) _x+ 2x = 1 má µre�ení x (t) = 1

2
;

(2) _x+ 2x = e�2t má µre�ení x (t) = te�2t;
(3) _x+ 2x = 0 má µre�ení x (t) = e�2t.
Pomocí principu superpozice hledejme µre�ení sloµzitµej�ích rovnic:
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a) _x+ 2x = 1 + e�2t; b) _x+ 2x = 2 + 3e�2t; c) _x+ 2x = 1 (najdµemµe více
µre�ení); d) _x+ 2x = 1 + e�2t (najdµeme více µre�ení).

µRe�ení. a) Pravá strana rovnice je zµrejmµe superpozicí pravých stran
rovnic (1) a (2). Tedy µre�ení bude mít tvar superpozice:

x (t) =
1

2
+ te�2t:

b) Pravá strana rovnice 2 � (1)+ 3 � (e�2t) je superpozicí pravých stran rovnic
(s koe�cienty c1 = 2, c2 = 3).Tedy µre�ení má tvar superpozice (se stejnými
koe�cienty):

x (t) = 2 � 1
2
+ 3 �

�
te�2t

�
=

= 1 + 3te�2t:

c) Napi�me pravou stranu jako superpozici:

1 = 1 + c � 0:

Tedy pravá strana je superpozicí pravé strany rovnice (1) a pµríslu�né ho-
mogenní rovnice (3). Pak funkce

x (t) =
1

2
+ ce�2t

je µre�ením dané rovnice, kde c 2 R je parametr.
d) Pravá strana je souµctem pravé strany rovnice (a) a homogenní rovnice:

1 + e�2t = 1 �
�
1 + e�2t

�
+ c � 0:

Odtud plyne, µze µre�ením dané rovnice je funkce

x (t) =
1

2
+ te�2t + ce�2t;

kde c 2 R je parametr.

8. Lineární diferenciální rovnice 1. µrádu
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(i) Pµripomeµnme, µze nehomogenní lin. rovnice 1. µrádu ve standartní formµe
pro neznámou funkci x = x (t) má tvar

_x+ p (t)x = q (t) ; (11)

kde funkce q (t) není identicky rovna nule. Potom pµríslu�ná homogenní rovnice
má tvar:

_x+ p (t)x = 0:

(ii) µRe�ení homogenní rovnice:
a) Separace promµenných: dxx = �p (t) dt.
b) Integrace: ln jxj = �

R
p (t) dt+ c1.

c) Odlogaritmování: jxj = ec1e�
R
p(t)dt

:
d) Pµrejmenování konstanty ec1 na C.
e) Vypu�tµení absolutní hodnoty a nalezení obecného µre�ení vµcetnµe triv-

iálního µre�ení x (t) = 0:
x (t) = Ce�

R
p(t)dt;

kde C 2 R je libovolná konstanta.

Pµríklad 5. µRe�me rovnici: _x+ 2tx = 0.
µRe�ení.

� Separace promµenných: dxx = �2tdt.

� Integrace: Z
dx

x
=

Z
(�2t) dt

ln jxj = �t2 + c1:

� Odlogaritmování a pµreznaµcení konstanty:

jxj = ec1e�t2 = Ce�t2 :

� Vypu�tµení absolutní hodnoty a nalezení obecného µre�ení:

x (t) = Ce�t
2

; C 2 R:
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(iii) µRe�ení nehomogenní lineární rovnice pouµzitím integraµcního faktoru
Zaµcnµeme tím, µze napí�eme obecné µre�ení rovnice _x+ p (t)x = q (t) :

x (t) =
1

u (t)

�Z
u (t) q (t) dt+ C

�
, kde

u (t) = e
R
p(t)dt:

Integraµcním faktorem rovnice

_x+ p (t)x = q (t)

chápeme jakoukoli funkci u = u (t), pro kterou platí:

d (ux)

dt
= ( _x+ p (t)x)u

_ux+ u _x = _xu+ pxu

_ux = pxu

_u = pu ...rovnice se sep. promµennými

µRe�me tedy rovnici s neznámou funkcí u = u (t):

_u = pu
du

dt
= p (t)u

du

u
= p (t) dtZ

du

u
=

Z
p (t) dt

ln juj =
Z
p (t) dt =)

u = e
R
p(t)dt...integraµcní faktor

Pµredpokládejme, µze funkce u (t) je integraµcním faktorem rovnice (11). Pak
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lze psát:

_x+ p (t)x = q (t) j �u
_xu+ p (t)xu = q (t)u

d (ux)

dt
= qu

# ...integrace

u (t) � x (t) =

Z
q (t)u (t) dt

x (t) =
1

u (t)

�Z
u (t) q (t) dt

�
:

Pµríklad 6. µRe�me metodou integraµcního faktoru rovnici:

_x+ 2x = e3t:

µRe�ení.

_x+ 2x = e3t j �u
_xu+ 2xu = e3t � u:

My nyní chceme, aby platilo:

_xu+ 2xu =
d (ux)

dt
= _ux+ u _x

#
2xu = _ux

_u = 2u

u = e2t:

Nyní pokraµcujme v µre�ení výchozí rovnice:

_xu+ 2xu = e3t � u
d (e2tx)

dt
= e3t � e2t = e5t

# ...integrace

e2tx =

Z
e5tdt =

1

5
e5t + C

x (t) =
1

5
e3t + Ce�2t, C 2 R:
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Poznamenejme je�tµe, µze funkce xp (t) = 1
5
e3t je tzv.partikulárním µre�ením

nehomogenní rovnice _x + 2x = e3t a funkce xh (t) = 1
u(t)

= e�2t je µre�ením
pµríslu�né homogenní rovnice _x+ 2x = 0.

Pµríklad 7. Metodou integraµcního faktoru µre�me rovnici

_x+ 2tx = t:

µRe�ení. Hledejme integraµcní faktor u = u (t) jako funkci, pro kterou platí:

d (x � u)
dt

= _xu+ x _u = ( _x+ 2tx)u

_xu+ x _u = ( _x+ 2tx)u = _xu+ 2txu

x _u = 2txu

_u = 2tu:

Nyní µre�me poslední rovnici metodou separace promµenných:

_u = 2tu
du

dt
= 2tu

du

u
= 2tdt

ln juj = t2 + c1

juj = ec1et
2

= Cet
2

:

Volbou C = 1 dostaneme integraµcní faktor:

u (t) = et
2

:

Po vynásobení výchozí rovnice integraµcním faktorem dostaneme:

( _x+ 2tx)u = tu

d
�
xet

2
�

dt
= tet

2

xet
2

=

Z
tet

2

dt =

���� z = t2

dz = 2tdt

����
=

1

2

Z
ezdz =

1

2
ez + C =

1

2
et
2

+ C =)
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Tedy obecným µre�ením výchozí rovnice je funkce

x (t) = e�t
2

�
1

2
et
2

+ C

�
=
1

2
+ Ce�t

2

; C 2 R:

(iv) D°ukaz principu superpozice pomocí integraµcního faktoru
Pµripomeµnme princip superpozice:
je-li x1 (t) µre�ením rovnice

_x+ px = q1

a je-li x2 (t) µre�ením rovnice

_x+ px = q2;

potom pro libovolné konstanty a; b 2 R je superpozice ax1 + bx2 µre�ením
rovnice

_x+ px = aq1 + bq2. (12)

D°ukaz principu superpozice. Zvolme libovolnµe konstanty a; b 2 R a
dvµe µre�ení x1 (t) a x2 (t). Obµe µre�ení je pak moµzné vyjádµrit ve tvaru:

x1 (t) =
1

u (t)
F1 (t) ;

x2 (t) =
1

u (t)
F2 (t) ;

kde u je integraµcní faktor a funkce F1 resp. F2 jsou promitivní funkcí k
funkci u (t) q1 (t) resp. k funkci u (t) q2 (t).

Potom máme:

a � x1 (t) + b � x2 (t)

= a � 1

u (t)
F1 (t) + b �

1

u (t)
F2 (t) =

=
1

u (t)
(aF1 (t) + bF2 (t)) :
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Funkce F (t) = aF1 (t) + bF2 (t) je potom zµrejmµe primitivní funkcí k funkci
u (aq1 + bq2). Odtud pak plyne, µze funkce a�x1 (t)+b�x2 (t) je µre�ením rovnice
(12).

Obecné µre�ení rovnice (11) = partikulární µre�ení nehom. rovnice (11) +

= obecné µre�ení homogenní rovnice.

x (t) = xp (t) + C � xh (t) (13)

(v) Odvození vztahu (13) pomocí integraµcního faktoru

Je-li u integraµcní faktor rovnice y0 + py = q, potom je funkce xh = 1
u

µre�ením pµríslu�né homogenní rovnice y0 + py = 0. Je-li dále F nµejaká prim-
itivní funkce k funkci uq, pak je funkce xp = 1

u
F partikulárním µre�ením

nehomogenní rovnice. Obecné µre�ení nehomogenní rovnice vyjádµrené pomocí
integraµcního faktoru má tvar:

x(t) =
1

u (t)

Z
u (u) q (t) dt;

kde
R
u (u) q (t) dt = F (t) + C.

Potom máme:

x (t) =
1

u (t)

Z
u (u) q (t) dt

=
1

u (t)
(F (t) + C) =

1

u (t)
F (t) + C

1

u (t)

= xp (t) + Cxh (t) :

(vi) µRe�ení lineární rovnice metodou variace konstanty
Pµríklad 8. Metodou variace konstanty µre�me rovnici

_x+ 2tx = t:

µRe�ení. 1. krok: nalezení obecného µre�ení pµríslu�né homogenní rovnice

_x+ 2tx = 0:
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Obecné µre�ení, které bylo nalezeno v pµríkladu 5 má tvar:

x (t) = Ce�t
2

; C 2 R:

2. krok: nalezení partikulárního µre�ení výchozí nehomogenní rovnice, které
hledáme ve tvaru:

xp (t) = C (t) e
�t2 ;

kde C (t) je neznámá funkce.

Nyní dosa
,
dme do výchozí rovnice pµredpokládaný tvar partikulárního

µre�ení xp (t):
_xp (t) = _C (t) e�t

2

+ C (t) (�2t) e�t2 =)

_C (t) e�t
2

+ C (t) (�2t) e�t2 + 2tC (t) e�t2 = t

_C (t) e�t
2

= t

_C (t) = tet
2

C (t) =

Z
tet

2

dt

C (t) =
1

2
et
2

+ k:

Volbou k = 0 dostáváme konkrétní funkci C (t) = 1
2
et
2
. Potom má par-

tikulární µre�ení tvar:

xp (t) = C (t) e
�t2 =

1

2
et
2 � e�t2 = 1

2
:

Závµer: Obecné µre�ení x (t) je rovno nyní souµctem partikulárního µre�ení a
obecného µre�ení pµríslu�né homogenní rovnice, tj.

x (t) =
1

2
+ Ce�t

2

:

(vii) Nalezení maximálního µre�ení metodou slepování funkcí
Pµríklad 9. Naleznµeme maximální µre�ení rovnice

xy0 � y = x3:
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µRe�ení. Pµredpokládejme, µze x 6= 0 a vydµelme výchozí rovnici výrazem x:

xy0 � y = x3 j: x

y0 � 1

x
y = x2:

Takto jsme dostali rovnici ve standartním tvaru. µRe�me nyní tuto rovnici po-
mocí integraµcního faktoru na intervalech (�1; 0) a (0;1). Urµceme integraµcní
faktor

u = e
R
(� 1

x)dx = e� lnjxj+c;

zvolíme-li c = 0, dostáváme: u = e� lnjxj = 1
jxj =)

u =

�
�1=x pro x 2 (�1; 0)
1=x pro x 2 (0;1) :

Dále urµceme integrál
R
u (t) q (t) dt: pro x 2 (�1; 0) mámeZ

u (t) q (t) dt =

Z
(�1=x)x2dx = �1

2
x2 + c1;

pro x 2 (0;1) mámeZ
u (t) q (t) dt =

Z
(1=x)x2dx =

1

2
x2 + c2.

Obecné µre�ení na jednotlivých intervalech má potom tvar:

y (t) =
1

u (t)

Z
u (t) q (t) dt =

�
1
2
x3 � xc1 pro x 2 (�1; 0)
1
2
x3 + c2x pro x 2 (0;1) :

Dále hledejme konstanty c1 a c2 tak, aby platilo

lim
x!0�

�
1

2
x3 � xc1

�
= lim

x!0+

�
1

2
x3 + c2x

�
:

Protoµze ale

lim
x!0�

�
1

2
x3 � xc1

�
= lim

x!0+

�
1

2
x3 + c2x

�
= 0;
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kde c1 a c2 jsou libovolné konstanty, lze obµe µre�ení na dílµcích intervalech
spojitým zp°usobem "slepit" dohromady a získat tak jedinou funkci spojitou
v nule:

ymax (x) =

�
1
2
x3 � xc1 pro x 2 (�1; 0i
1
2
x3 + c2x pro x 2 h0;1) :

Dále hledejme konstanty c1 a c2 tak, aby existovala derivace y0max (0). Tato
derivace existuje právµe tehdy, kdyµz

(ymax)
0
� (0) = (ymax)

0
+ (0) : (14)

Zde

(ymax)
0
� (0) =

��
1

2
x3 � xc1

�0�
x=0

=

�
3

2
x2 � c1

�
x=0

= �c1;

(ymax)
0
+ (0) =

��
1

2
x3 + c2x

�0�
x=0

=

�
3

2
x2 + c2

�
x=0

= c2:

Po dosazení do podmínky (14) dostaneme

c2 = �c1:

Oznaµcíme-li nyní c = c1, pak c2 = �c. Potom má pro libovolné c 2 R funkce
ymax (x) tvar

ymax (x) =

�
1
2
x3 � cx pro x 2 (�1; 0i
1
2
x3 � cx pro x 2 h0;1) :

=
1

2
x3 � cx; x 2 (�1;1) :

Je�tµe prove
,
dme zkou�ku, zdali je funkce ymax skuteµcnµe maximálním µre�ením

výchozí rovnice na intervalu (�1;1). Pro kaµzdé x 2 (�1;1) máme:

xy0 � y = x

�
1

2
x3 � cx

�0
�
�
1

2
x3 � cx

�
= x

�
3

2
x2 � c

�
� 1
2
x3 + cx

=
3

2
x3 � cx� 1

2
x3 + cx = x3.
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3 Vµety o existenci µre�ení soustav nelineárních
diferenciálních rovnic

3.1 Picard-Lindelöfova vµeta

De�nice 5 Nech ,t (X; d) je metrickým prostorem. Zobrazení T : X ! X
se nazývá kontraktivní zobrazení (kontrakce), existuje-li konstanta � 2
(0; 1) tak, µze

d (T (x) ; T (y)) � �d (x; y) , pro kaµzdé x; y 2 X.

Bod x 2 X se pak nazývá pevným bodem zobrazení T : X ! X, jestliµze
platí: T (x) = x.

Vµeta 6 (Banach°uv princip kontrakce). Nech ,t (X; d) je úplným met-
rickým prostorem. Potom má kaµzdé kontraktivní zobrazení T : X ! X právµe
jeden pevný bod.

D°ukaz. Poznamenejme, µze kaµzdé kontraktivní zobrazení je automaticky spo-
jité. Jednoznaµcnost existence pevného bodu plyne bezprostµrednµe. Jestliµze
T (x) = x a zároveµn T (x�) = x�, pak d (x; x�) = d (T (x) ; T (x�)) � �d (x; x�) =)
x = x�. Dokaµzme nyní existenci pevného bodu. Zvolme libovolnµe x0 2 X a
de�nujme induktivnµe posloupnost (xn)

1
n=0 bod°u prostoru X rovnicí xn+1 =

T (xn). Pak pro libovolné i � 1 máme:

d (xi; xi+1) = d (T (xi�1) ; T (xi)) � �d (xi�1; xi) .

Indukcí lze dokázat, µze

d (xi; xi+1) � �id (x0; x1) .

Je-li N pµrirozené µcíslo a j � i � N ,

d (xi; xj) � dxi; xi+1) + d (xi+1; xi+2) + : : :+ d (xj�1; xj) �

�
�
�i + : : :+ �j�1

�
d (x0; x1) � �i

 1X
n=0

�n

!
d (x0; x1) �

� �N
1

1� �d (x0; x1) .
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Poslední výraz na první stranµe lze uµcinit libovolnµe malým pro dostateµcnµe
velké N . Tudíµz (xn) je Cauchyovská posloupnost a tedy konverguje k jistému
bodu x 2 X. Ze spojitosti zobrazení T pak plyne:

T (x) = T
�
lim
n!1

xn

�
= lim

n!1
T (xn) =

= lim
n!1

xn+1 = x.

Tedy x je pevným bodem zobrazení T .
Dále budeme pracovat s prostorem v�ech spojitých funkcí na kompaktním

perfektním intervalu [a; b]:

C[a; b] = ff : f : [a; b]! R, f je spojitá funkce na [a; b]g:

Nyní není tµeµzké ovµeµrit, µze na mnoµzinµe C[a; b] je moµzné zavést strukturu vek-
torového prostoru, kde de�nujeme sµcítání funkcí a násobení skalárem násle-
dovnµe:

(f + g) (x) = f (x) + g (x) ; 8x 2 [a; b];
(�f) (x) = �f (x) ; 8c 2 [a; b]:

Nyní lze zavést na tomto prostoru tzv.maximovou normu k�kmax : C[a; b]!
R pµredpisem:

kfkmax = maxfjf (x) j : x 2 [a; b]g; f 2 [a; b]:

Cviµcení 7 Ukaµzte, µze funkce k�kmax splµnuje 8f; g 2 C[a; b] a 8� 2 R axiomy
normy:
(a) kfkmax � 0 a kfkmax = 0 () f = 0.
(b) k�fkmax = j�jkfkmax.
(d) kf + gkmax � kfkmax + kgkmax.

Cviµcení 8 De�nujme pro kaµzdé dvµe funkce f; g 2 C[a; b]; dmax (f; g) = kf �
gkmax. Ukaµzte, µze funkce dmax je metrikou na mnoµzinµe C[a; b].

Vµeta 9 Nech ,t [a; b] je uzavµrený, omezený interval v R. Potom je (C[a; b]; dmax)
úplným metrickým prostorem.
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D°ukaz. Uvaµzujme Cauchyovskou posloupnost hfnin2N v prostoru C[a; b]. Z
de�nice normy k�kmax plyne, µze pro kaµzdé t 2 [a; b] a pro kaµzdá dvµe pµrirozená
µcísla k; l platí

jfk (t)� fl (t) j � kfk � flkmax:
Odtud vyplývá, µze pro kaµzdé t 2 [a; b] je posloupnost funkµcních hodnot
hfn (t)i1n=1 je Cauchyovská. Potom pro kaµzdé t 2 [a; b] existuje limita

f (t) = lim
n!1

f (t) : (15)

Rovností (15) je na intervalu [a; b] de�nována funkce funkce f . Zbývá tedy
dokázat, µze f 2 C[a; b] a µze posloupnost hfni1n=1 konverguje k funkci f vzhle-
dem k maximové metrice dmax. Zvolme " > 0 libovolnµe, potom pro dostateµcnµe
velké n0 2 N je

jfn (t)� fm (t) j < "; m; n 2 N a t 2 [a; b]: (16)

Bude-li n 2 N, n � n0 pevnµe zvoleno, potom pµrejdeme-li ve vztahu (16) k
limitµe pro m ! 1, dostaneme jfn (t) � f (t) j � " kdykoliv je n � n0 a
t 2 [a; b]. Ze spojitosti funkce fn0 plyne existence � > 0 tak, µze jfn0 (t) �
fn0 (t0) j < " kdykoliv je jt� t0j < �. Je-li tedy jt� t0j < �, pak máme:

jf (t)� f (t0) j � jf (t)� fn0 (t) j+ jfn0 (t)� fn0 (t0) j+ jfn0 (t0)� f (t0) j
< 3":

Tudíµz je funkce f spojitou funkcí v bodµe t0 a protoµze jsme volili tento bod
libovolnµe, dokázali jsme, µze f 2 C[a; b]. Dále z vý�e uvedeného plyne, µze pro
kaµzdé n � n0 a pro kaµzdé t 2 [a; b] je jfn (t) � f (t) j < ". Tedy pro kaµzdé
n � n0 platí

dmax (fn; f) = kfn � fkmax � ":
Odtud vyplývá, µze fn ! f pro n ! 1 vzhledem maximové metrice dmax v
prostoru C[a; b].
Pro správné pochopení dal�ího textu je zapotµrebí znalost fundamentální

vµety integrálního poµctu (viz. J. Kopáµcek: Matematická analýza nejen pro
fyziky I, Matfyzpres Praha 2004, odstavce 6.8 aµz 6.10.)
Pµredpokládejme, µzeO � R2 je otevµrená mnoµzina a (x0; y0). Dále uvaµzujme

funkci g : O ! R a hledejme otevµrený interval I � R takový, µze x0 2 I a
diferencovatelnou funkci f : I ! R tak, µze platí�

f 0 (x) = g (x; f (x)) ; 8x 2 I
f (x0) = y0:

�
(17)
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Jestliµze f : I ! R a 8x 2 I je (x; f (x)) 2 O, pro spojitou funkci g je spojitá
funkce f µre�ením problému (17), právµe kdyµz f vyhovuje integrální rovnici

f (x) = y0 +

Z x

x0

g (t; f (t)) dt; 8x 2 I: (18)

To plyne z fundamentální vµety integrálního poµctu. Ekvivalence problém°u (17)
a (18) nám dovoluje pµri studiu problému (17) pouµzívat tzv. vµety o pevných
bodech.

Vµeta 10 (Picard-Lindelöfova vµeta).Nech ,t O � R2je otevµrená mnoµzina,
(x0; y0) 2 O. Pµredpokládejme, µze funkce g : O ! R je spojitou funkcí a exis-
tuje kladná konstanta M tak, µze funkce g splµnuje tzv. Lipschitzovu vlastnost
vzhledem ke druhé promµenné:

jg (x; y1)� g (x; y2) j �M jy1 � y2j; (x; y1) 2 O; (x; y2) 2 O:

Pak existuje otevµrený interval I obsahující bod x0 na nµemµz má problém (17)
právµe jedno µre�ení.

D°ukaz. S d°ukazem budeme hotovi, najdeme-li vhodné kladné µcíslo � > 0
takové, µze na intervalu I� = [x0��; x0+�] existuje jediné µre�ení f : I� ! R
integrální rovnice

f (x) = y0 +

Z x

x0

g (t; f (t)) dt; 8x 2 I�:

Nyní vyberme a > 0, b > 0 tak, aby byl obdélník R = [x0 � a; x0 + a] �
[y0 � b; y0 + b] obsaµzen v mnoµzinµe O. Takový obdélník existuje v d°usledku
otevµrenosti mnoµziny O. Potom pro kaµzdé � > 0 splµnující � � a de�nujme

X� = ff 2 C (I�) : jf (x)� y0j � b; 8x 2 I�g:

Tedy X� � C (I�) a kaµzdá z funkcí v mnoµzinµe X� má graf obsaµzen v obdél-
níku I�� [y0� b; y0+ b]. De�nujme pro kaµzdé f 2 X� funkci T (f) pµredpisem

T (f) (x) = y0 +

Z x

x0

g (t; f (t)) dt; x 2 I�:

Z fundamentální vµety integrálního poµctu pak plyne, µze T (f) 2 C (I�) pro
kaµzdé f 2 X�. Ukaµzme nyní, µze X� je uzavµrenou mnoµzinou v metrickém

25



prostoru (C (I�) ; dmax). Za tím úµcelem bude staµcit dokázat, µze je-li hfnin2N
libovolná posloupnost element°u mnoµziny X� a f = limn!1 fn, potom je
f 2 X�. Jelikoµz je funkce f limitou stejnomµernµe konvergující posloupnosti,
je f 2 C (I�). Navíc pro kaµzdé n 2 N platí

jfn (x)� y0j � b; 8x 2 I�:

Pokud pak v pµredchozím vztahu pµrejdeme k limitµe pro n!1; pak dostaneme
pro kaµzdé x 2 I� : jf (x) � y0j � b. Poznamenejme, µze pokud posloupnost
hfnin2N konverguje k funkci f stejnomµernµe nebo ,t konverguje vzhledem k met-
rice dmax, pak pro kaµzdé x 2 I� je f (x) = limn!1 fn (x). Tedy f 2 X�

odkud plyne uzavµrenost mnoµziny X�. Z úplnosti metrického prostoru C (I�)
pak plyne úplnost metrického podprostoru (X�; dmax). Dále ukáµzeme, µze je-li
� dostateµcnµe malé, potom je T (X�) � X� a zobrazení T : X� ! X� je kon-
traktivní. Jelikoµz je v d°usledku Heine-Borelovy vµety obdélník R kompaktní
mnoµzinou v R2; je v d°usledku spojitosti funkce g omezená na obdélníku R.
Pak musí existovat kladná konstanta K tak, µze jg (x; y) j � K pro kaµzdý bod
(x; y) 2 R. Pro libovolné f 2 X� a x 2 I� máme

jT (f) (x)� y0j =
����Z x

x0

g (t; f (t)) dt

���� � Z x

x0

jg (t; f (t)) jdt � �K:

Tedy pokud � > 0 bude splµnovat podmínku �K � b, bude platit T (X�) �
X�. Dále z Lipschitzovy podmínky plyne pro kaµzdé f1, f2 a pro kaµzdé x 2 Ix

jg (x; f1 (x))� g (x; f2 (x)) j �Mdmax (f1; f2) :

Odtud pak pro kaµzdé x 2 Ix dostáváme:

jT (f1) (x)� T (f2) (x) j =
����Z x

x0

[g (t; f (t))� g (t; f2 (t))]dt
����

�
Z x

x0

jg (t; f1 (t))� g (t; f2 (t)) jdt

� jx� x0jMdmax (f1; f2) � �Mdmax (f1; f2) :

Tedy zobrazení T bude kontraktivní, pokud bude splµnena podmínka �M <
1. Nyní de�nujme � = minfb=K; 1=2Mg > 0. Pak z Banachova principu

kontrakce plyne existence jediného elementu ~f 2 X� takového, µze T
�
~f
�
= ~f .

Funkce ~f je pak zµrejmµe jediným µre�ením výchozího problému (17).
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